Ujra az ellipszis egyenleteirl

Mar sokszor eldvettiik az ellipszist, annak egyenleteit is. Azért foglalkozunk vele ismét,
mert egy szép levezetéssel taldlkoztunk az [ 1 ] forras anyagaban. Most errdl lesz szo.
Eldszor tekintsiik az 1. abrat!

1. dbra — forrasa: [ 1 ]

Itt az ellipszis ,.kertész - szerkesztés™” - ¢hez ( is ) kapcsolodd mennyiségeket tlintették fel.
Jelolések:

~ a: az ellipszis nagykorének / fokorének sugara;

~ e: az ellipszis numerikus excentricitasa —Id. pl.: [ 2 ]!;

~ Q: a nagykor egy pontja, mely egy fiiggélegesen talalhato az ellipszis P pontjaval;

~ X, y: a P ellipszispont koordinatai az M kezd6ponta derékszogii k. r. - ben;

~z: az F, és F, fokuszpontokbol a P ellipszisponthoz huizott sugarak hosszanak megval -
tozasa a legmagasabban fekvo ellipszisponthoz tartoz6 sugarhosszhoz képest, ami a.
Utobbi adodik az ellipszis

rntrnE2-a (1)

definicids egyenletébdl, hiszen az
n=a+z,n=a—z (2)

mennyiségek azonosan kielégitik az ( 1) egyenletet.

Az 1. dbra derékszogli haromszogeibdl Pitagorasz tételével:
y2=(a+2)?%—-(e-a+x)?, (3)
y?=(a—-2)*—(e-a—x)> (4)



Most (3 ) és (4 ) kiilonbségével:
(a+2)?—(era+x)?>—[(a—2)—-(era—x)*]=0 -
(a+2)?2-(a—2°=(-a+x)?>—(era—x)* -
a’+2-a-z+z*—(a*—-2-a-z+z)=e*>-a’*+2-e-ax+x*—(e? a’*-2-ea-x+x%) -
4-a-z=4-e-ax > z=e-x,

tehat:

z=e-x,e=§. (5)

Itt c = F1:M = MF,; a linearis excentricitas — Id. pl.: [ 2 ]!

Majdpl. (3)és(5)-tel:

y?=(a+tex)—(era+x)?>=a*+2-a-e-x+e> x*

—(e*-a*+2-e-a-x+x%),
2

2 _ 2 2 2 2y _ 2 2 x ”

ye=a*(1-¢e*)—x*-(1-¢€")=a -(1—e)-(1—;),teha‘[.

y=a- (- (1-3). (6)

Bevezetve a
b2 =a?>-(1-¢%) > b=a-V1—¢€? (7)

szerinti ujabb allandot, (6 ) és (7)) - tel:
2 2 2 2 2
y2=b2-(1—2—2)“—= a2 aty=1, (8)

b2 a? a2 = b2

vagyis az ellipszis kanonikus egyenletét kaptuk.
(8) - at atirva, az 1. abraval is:

2 2 _ .2 b2 bZ b
y2=b2-(1—z—2)=b2-“a2x == (@-x)==y5 > y=="yg >y =yp >
b
Yp=7"Yo (9)

vagyis ( 9 ) azt mondja, hogy az ellipszis P pontja a kor Q pontjabol b / a aranyt zsugori -
tassal all eld, hiszen ( 7 ) szerint altalaban b <a - b/a < 1. ( A zsugoritas csak azy -
koordinatara vonatkozik. ) A ( 9 ) képletben nem tettiik ki a = eldjelet, mert yp eldjele
ugyanaz, mint yg - €.



M1. Az els6 ,,meglepetés” szamunkra a Z mennyis€g bevondsa volt.

M2. A szokasos kozépiskolai tananyag része a ( 8 ) kanonikus egyenlet levezetése. Utobbi,
mely szintén ( 1) - en alapul, szerintiink hosszabb — és némiképpen problémasabb — , mint
az itteni. Err6l azonnal meg lehet gy6zddni [ 2 ] fellapozéasaval. Ezért is vettiik elé az [ 1 ]
munkaban latottakat. Szoval, az itteni levezetés nekiink jobban tetszik.

M3. Az [ 1 ] anyagban még tobb mas érdekes dolog is talalhato, foként égi mechanikai
vonatkozasokkal. Utobbiak egy része még mindig beleférhet a kozépiskolai ismeretek ko -
rébe.

M4. A (2) és (5) egyenletekb6l megtudtuk, hogy

z=r1—a=a—r2=e-x=§-x, (10)

vagyis a kozéphelyzethez képesti sugarkiilonbség aranyos a kozéphelyzettdl mért vizszin -
tes eltérés eldjeles nagysagaval. Egy tovabbi, akar hasznosnak is bizonyulhat6 osszefliggés
(2)¢és (10) szerint:

rl—r2=a+z—(a—z)=2-z=2-§-x, (11)
innen:
x(rym) = xp =2 020 (12)

vagyis: ha tudjuk, hogy a P pont az ( a, ¢ ) paraméterekkel bird ellipszispalyan mozog,
akkor a pont helyének X - koordinataja ( 12 ) szerint szamithato, tavmérések eredményei -
bol. Ezutan a pont helye y - koordinatajanak abszolut értéke ( 8 ) - bol szamithato, de e
koordinata el6jelét még tisztazni kell, egyéb informaciok — pl.: megfigyelések — alapjan.
Ugyanis ( 8 ) szerint, ( 12 ) - vel is:

a?

a ri-ra]?
y2=b2-(1—2—§) - y=+=b- 1—2—2 =ib-\/1—u—>

y(rl,r2)=ib-\/1—(%)2 . (13/1)

Most, (7 ) és (13/1) - gyel is:
2
y(r, 1) = tVa? — c?- \/ - —+\/(a2—c2) [1 r1 7‘2 ]:




y(rl,rz)Eyp=ir\/(‘j—§—1)- :cz—(”;—“)z] . (13/2)

Az (5/1),(12), (13) képletekkel eddig még nem talalkoztunk.

Mb5. A (2)¢és (5) képletekkel:

c Cc
n=atex=a+—x,n=a-ex=a—--Xx. (14)

Ezekkel mar konnyebben lehet talalkozni analitikus geometriai konyvekben — [ 3 ].
Példaul:

2
r1=\/(x+c)2+y2=\/x2+2-c-x+cz+b2-(1—z—2)=

2 2
=\/x2+2-c-x+cz+b2—b—-x2=\/x2-(1—z—2)+2-c-x+(c2+b2)=

Cl2
a’— b2 c? c 2
= [x2 ——+2'c'x+a’= [x*5+2-crx+a’= (a+—-x) =
a a a
=|a+§-x =a+§-x,menetkézbenfelhasznélva,hogyaz=c2+b2;
tehat:
n=a+--x; (14/1)

hasonloan eljarva:
r2=a—§-x. (14/2)

Javasoljuk, hogy a ( 14 ) képletekben az abszolutérték jele elhagyasanak jogossagat, illetve
(14 /2) levezetését az érdeklddd Olvaso dnalldan gondolja végig, illetve végezze el!
Megemlitjiik, hogy [ 3 ] - ban a — jel helyett a < jel jelenik meg ( nalunk ) a képernyon.

M6. Az ( 5) képlet utan irtuk, hogy ,,Majd pl. (3 ) és (5) - tel:” ; ez azt jelenti, hogy (4 )
¢és ( 5) - tel ugyanilyen j6 lett volna a folytatas.



M7. A fenti , kertész - szerkesztés” megnevezés a német ,,Gartner - Konstruktion” kifeje -
z¢€s tiikorforditasa. Utobbit [ 1 ] - ben is hasznaljak. E szerkesztésrol részletesen besza -
moltunk egy régebbi irasunkban, melynek cime: Ellipszis rajzoldsdhoz. Amagy pedig ez
is kozépiskolai tananyag. E régebbi dolgozatunkban kicsit segitettiink a kertészkedésben.
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